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摘 � � � 要: 将通用单胞模型与弱界面分离模型结合. 首先推导了增量型通用单胞模型计算公式,然后采用

界面位移公式对平均位移连续条件进行改造,建立子胞平均应变增量和宏观应变增量的函数关系. 应用子胞

增量本构方程得到子胞平均应力增量表达式,采用均匀化方法获得宏观应力增量表达式. 最后采用渐进适应

界面模型模拟了长纤维复合材料的横向拉伸过程. 算例分析表明, 将界面分离模型和通用单胞模型结合能较

好地模拟复合材料在拉伸载荷下的宏观响应.
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Abstract: A generalized method of cel l ( GMC) w ith w eak interface w as developed to

model the interface debonding w ithin cont inuum fiber reinforced composite. To accomplish

this w ork, the average displacement cont inuum condit ion betw een sub�cells in o riginal GMC

was modif ied by employing w eak interface theo ry. T hen the average st rain o f subcell w as ex�
pressed in terms of global st rain. By using the lo cal const itut ive equat ion, the relat ionship

betw een average st ress o f subcell and the g lobal st rain w as established. At last , the evo lving

compliant interface model w as emplo yed by GMC to model the global response of f iber r ein�
forced composite under tr ansver se loading. T he result show s that the methodolog y developed

here is appropriate to model the interface debonding .

Key words: composite; interface debonding ; w eak interface; generalized method o f cel l;

computer model ing

� � 金属基复合材料( MMC)具有较高的比强度、

比刚度以及良好的抗蠕变、耐高温性能,在航空发

动机领域具有重要的应用价值. N ASA 的综合高

性能涡轮发动机技术( IHPT ET)计划将纤维增强

Ti基、T iAl化合物基复合材料作为先进航空发

动机风扇、压气机、燃烧室机匣、涡轮盘、涡轮机

匣、尾喷管等部件的重要候选材料[ 1 ] .

在 MMC中,界面的结构和性能对复合材料
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应力、应变分布、导热、导电、热膨胀性能、载荷的

有效传递、断裂过程均起着决定性作用,直接影响

复合材料的性能. 界面作为复合材料最重要的特

征已经引起了研究者们的极大兴趣, 界面的脱黏

和失效演化的数值模拟成为研究的热点.

目前,对复合材料界面的数值模拟方法主要

分为两类:细观力学方法和有限元法.细观力学方

法主要以经典的等效夹杂理论和剪滞理论为基

础,通过修改界面上的位移连续条件和力平衡条

件来模拟界面对复合材料力学性能的影响[ 2] . 细

观力学方法具有计算速度快的优点, 但是无法模

拟复杂的细观结构, 具有较大的局限性.有限元法

通用性强,能模拟复杂的细观结构.通过修改节点

之间的位移连续条件就能模拟界面的力学性能,

因此绝大部分的工作都是在细观力学有限元的基

础上展开的[ 3�5] . 然而, 有限元法无法直接给出材

料宏观弹性性能的表达式,不利于进行结构的宏

细观一体化分析.并且, 当细观结构比较复杂时,

需要划分大量的单元,计算时间无法忍受[ 6] .

由 Aboudi[ 7] 提出的通用单胞模型( GMC)是

一种基于代表性体积元( RV E)的宏细观统一本

构模型.该模型通过平均意义上的子胞边界位移

连续条件和力平衡条件以及满足子胞内积分形式

的平衡方程建立材料细观结构、组分材料常数与

宏观材料常数的关系. 不仅能模拟复杂的细观结

构,而且具有较高的计算效率.现已成为复合材料

力学分析的重要方法 [ 8�10] .本文以 GMC 模型为基

础,将弱界面分离模型与 GMC模型结合, 建立能

够模拟复合材料界面脱黏响应的 GMC 模型. 最

后通过数值算例说明本文方法的有效性.

1 � 增量型通用单胞模型的基本理论

大多数界面分离属于非线性过程,需要用到

增量型的本构关系, 因此本文首先进行增量型

GMC 模型的理论研究. 假设复合材料的细观结

构具有统计周期性(如图 1所示) , 可以采用代表

性体积元法来描述其细观结构. 采用矩形网格将

RVE 离散成 N� � N �个子胞(如图 2所示) .

子胞的平均应变增量定义为

d 
- (��)

ij =
1

h�l � V
��

d (��)ij dv ( 1)

其中 h�是第 �行子胞的高度; l�是第 �列子胞的

长度. 子胞体积为 V��= h�l �.由于 GMC模型采用

了线性位移假设,因此子胞内的应变增量为常数,

等于子胞的平均应变增量.通过子胞之间平均意

义上的位移增量连续条件可建立子胞平均应变增

量与宏观应变增量之间的一组方程
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其中

h = ∀
N
�

�= 1
h�, � l = ∀

N
�

�= 1
l� ( 3)

� � 方程( 3)共包含 N �N �+ 2( N �+ N �) + 1 个方

程,以子胞平均位移为基本未知量, 包含 6N �N �

个未知量. 此外, 子胞间还应满足力平衡条件.由

此可建立余下的 5N �N �- 2( N �+ N �) - 1个方程

d!- (�, �)
12 = d!- (�+ 1, �)

12 �

�= 1, !, N �- 1; � �= 1, !, N � ( 4a)

d!-
(�, �)
22 = d!-

(�+ 1, �)
22 �

�= 1, !, N �- 1; � �= 1, !, N � ( 4b)
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d!- (�, �)
13 = d!- (�, �+ 1)

13 �

�= 1, !, N �; � �= 1, !, N �- 1 ( 4c)

d!- (�, �)
33 = d!- (�, �+ 1)

33 �

�= 1, !, N �; � �= 1, !, N �- 1 ( 4d)

d!- (�, �)
23 = d!- (�+ 1, �)

23 = d!- (�, �+ 1)
32 �

�= 1, !, N �- 1; � �= 1, !, N �- 1 ( 4e)

子胞内的平均应变和平均应力满足增量型子

胞本构方程,即

d!- (��)
ij = C

-
(��)
ij kl d 

- (��)
kl ( 5a)

d 
- (��)

kl = S
-

(��)
ij kl d!

- (��)
ij ( 5b)

其中 C
-

(��)
ij kl 定义为如下积分:

C
-

(��)
ij kl =

1
h�l � V

��

C
(��)
ij kl dv ( 6a)

S
-

(��)
ij kl =

1
h�l � V

��

S
-

(��)
ij kl dv ( 6b)

� � 将方程( 5) 代入方程( 2) 消去子胞平均应变

增量,然后联解等式( 2) 和( 4) 可导出子胞平均应

力增量的表达式
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-
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宏观应力增量定义为代表性体积元内应力增

量的积分

d!- ij =
1
hl V

d!ij dv =
1
hl ∀

N
�

�= 1
∀
N
�

�= 1

d!- (��)
ij h �l �

( 13)

将方程( 7) ~ ( 12)代入方程( 13)消去子胞平

均应力增量,就可以得到宏观应力增量与宏观应

变增量的关系式 d!
-

ij = C
-

ij kl d 
-

kl .

2 � 弱界面黏结的界面分离模型

国内外研究表明, 纤维增强的金属基复合材

料界面黏结特性对其力学行为和失效机理有很大

影响,界面脱黏和开裂成为金属基复合材料主要

的失效形式之一 [ 11] .

图 3为 Majumdar 和 New az[ 12] 由实验得到

的典型的金属基复合材料横向拉伸应力�应变曲
线,很明显的存在三个阶段:第一阶段由于界面黏

结完好,应力�应变关系表现为线弹性; 第二阶段,

由于界面发生脱黏, 应力�应变曲线起始于转折
点, 界面发生脱黏并分离, 基体发生了塑性变形;

第三阶段,界面进一步分离乃至失效,基体发生明

显的塑性变形
[ 12]

.

图 3� 金属基复合材料拉伸响应曲线

Fig. 3� Str ess/ st rain relationship of MMC

因此,对复合材料宏细观性能的预测精度很

大程度上取决于对界面分离的正确描述. Jones

和Whit t ier [ 13] , Achenbach 和 Zhu 等人 [ 14] 采用

界面分离模型来模拟界面特性. 假设一旦发生脱

黏,则存在于整个界面上,并且界面层的厚度非常

小,可以忽略不计,在界面处基体和纤维之间在各

个方向的应力分量相等, 而位移分量不连续,即在

界面上

[ !mi ]
I= [ !fi ] I = !Ii , � ( i= n, ∀, b) ( 14)

[ u
m
i ]

I= [ u
f
i ]

I+ u
I
i , � ( i= n, ∀, b) ( 15)

其中[ !mi ]
I 和[ !fi ] I 分别表示基体、纤维在界面上

的应力; !Ii 表示界面应力; [ um
i ]

I 和[ u
f
i ]

I 分别表示

基体和纤维在界面处的位移; u I
i 表示界面位移;

指标 n, ∀, b表示界面上的法向和两个切向, 如图

4所示.

界面位移可以表示成界面应力的函数

u
I
i = R i # !Ii ( 16)

公式( 16)称为界面分离函数, 其中 R i 表示分离系

数,与界面应力和界面位移有关.一般采用增量形

式的分离函数,即

duI
i= R i # d!Ii+ !Ii # dR i ( 17)

其中 R i 的表达形式决定了界面分离模型的类型.
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图 4 � 复合材料的界面坐标系

Fig. 4� Local co ordinates of inter face

2� 1 � 柔性界面分离模型

Jones和 Whit t ier [ 13]将式( 18)中的界面分离

系数 R i 取为常数,即界面位移和界面应力之间存

在着线性关系.

u
I
n= R n # !In , � u

I
∀= R∀# !I∀ ( 18)

这样的界面模型始终是柔性的, 称为柔性界面分

离模型( flex ible interface, 简称 FI) . 当界面分离

系数 R i ∃ 0时表示界面是理想黏结的, 不存在界

面分离,当 R i ∃ % 时则表示界面完全脱黏.

2� 2 � 常响应界面分离模型

从柔性界面模型的定义可以看出这个界面分

离模型有着明显的缺点, 首先,其界面黏结强度不

足,即从一开始就发生了分离.再者, 其界面分离

系数保持不变, 不能改变界面分离变形的程度.

实际的复合材料界面上由于残余压应力和化

学、物理结合作用的存在,界面必须克服这些应力

才能发生分离, 为了使柔性界面模型具有更准确

的模拟能力, Achenbach 和 Zhu[ 14] 对其进行改

进,引入界面黏结强度的概念,界面分离函数表达

如下:

du I
i= 0, � (!Ii< !DB )

du I
i= R i # d!Ii , � (!Ii &!DB) ( 19)

其中 !DB表示界面黏结强度,界面在应力低于 !DB

时界面黏结完好, 在大于 !DB时就发生脱黏.这样

的模型被称为常响应界面 ( constant compliant

interface,简称 CCI)模型.和 FI模型一样,大的分

离系数 R i 可以模拟界面完全分离的情况.

2� 3 � 渐进适应界面模型

常响应界面模型也有局限性, 一旦界面发生

分离,界面分离程度将不会增加 (界面分离系数

R i 保持为常数) . Levy [ 15]采用一种新的界面分离

模型,在这个模型中允许界面分离系数随界面应

力、位移状态的变化而变化,因此被称之为渐进适

应界面( evo lving compliant interface, 简称 ECI)

模型,界面应力和界面位移之间的分离函数描述

如下:

!Ii = !i, max
u
I
i

#
exp 1-

u
I
i

#
, � ( i= n, ∀, b)

( 20)

其中 !i, max表示界面所能承受的最大应力; #表示

界面特征长度.

3 � 考虑弱界面黏结的通用单胞模型

将等式( 17)与 GMC 模型的基本方程相结

合,可推导出用于模拟界面脱黏的 GMC模型.

当界面处存在脱黏时, 由方程( 14) , ( 15)可

知,界面上相邻子胞之间的力仍然保持平衡,但是

平均位移不再连续. 假设在子胞 �与 �̂之间存在

横向界面,在 �和 �̂之间存在纵向界面,如图 5所

示.则子胞之间的位移连续条件写成如下形式:

du (�, �)
i x- �

2
= h

�
/ 2+ du I

i= du ( �̂, �)
i x- �̂

2
= - h

�̂
/ 2 ,

i= 1, 2, 3 (21)

du
(�, �)
i x-

�
3 = l�/ 2 + du

I
i= du

(�, �̂)
i x-

�̂
3 = - l �̂/ 2 ,

i= 1, 2, 3 (22)

其中 duI
i 是界面位移增量.

图 5� 存在界面的代表性体积元

Fig . 5 � RVE with interface

由于界面位移必然对代表性体积元的宏观应

变产生影响,因此方程( 4)改写为如下形式:

d 
- (��)
11 = d 

-
11

�= 1, !, N�; � �= 1, !, N � ( 23a)

∀
N
�

�= 1

h�d - (��)
22 + n

�du I
2 = hd - 22

�= 1, !, N � ( 23b)

∀
N
�

�= 1
l�d 

- (��)
33 + n

�
du

I
3 = ld 

-
33
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�= 1, !, N� ( 23c)

∀
N
�

�= 1

h�d - (��)
12 + n

�du I
1 = hd - 12

�= 1, !, N � ( 23d)

∀
N
�

�= 1

l�d - (��)
13 + n

�du I
1 = ld - 13

�= 1, !, N� ( 23e)

∀
N
�

�= 1
∀
N
�

�= 1
h�l �d 

- (��)
23 +

∀
N
�

�= 1
n
�
h�

du I
2

2
+ ∀

N
�

�= 1
n
�
l �

du I
3

2
= hl d 

-
23

( 23f)

其中 n
�
表示第�行子胞的界面个数, n

�
表示第 �

列子胞的界面个数.

将式( 17)代入式( 23) ,并且应用式( 5b)消去

所有的子胞平均应变得如下表达式:

S
-

(��)
11 d!- (��)

11 + S
-

(��)
12 d!- (��)

22 + S
-

(��)
13 d!- (��)

33 = d 
-

11

�= 1, !, N�; � �= 1, !, N � ( 24a)

( A �+ n
�
R n)d!-

(�)
22 + n

�
!-

(�)
22 # dR n +

∀
N
�

�= 1
h�B ��d!-

(�)
33 = hd 

-
22 - c�d 

-
11

�= 1, !, N � ( 24b)

∀
N
�

�= 1
l�B ��d!- (�)

22 + ( n
�
R n + D�) d!- (�)

33 +

n
�
!-

(�)
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-
33 - e�d 

-
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1
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-

(��)
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1
2
n
�
R ∀ d!- ( �)

12 +

1
2
n
�
!-

(�)
12 dR ∀ = hd 

-
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1
2 ∀
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�= 1
l� S (��)

55 + n
�
R ∀ d!-

(�)
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n
�
!
- (�)
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1
G∋

d!- 23 +
1
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N
�
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n
�
h �+ ∀

N
�

�= 1

n
�
l � #

!- 23 dR∀ = hld 
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其中

1
G∋ =

1
2 ∀

N
�

�= 1
∀
N
�

�= 1
h�l�S

-
(��)
44 + ∀

N
�

�= 1
n
�
h�+ ∀

N
�

�= 1
n
�
l� R ∀

假设平均应变为已知量, 并以子胞应力增量

为未知量,联解方程( 4)和方程( 24)可以得到子胞

应力增量的表达式. 再将其代入平均应力的表达

式,即

d!
-

ij =
1
hl V

d!ij dv =
1
hl ∀

N
�

�= 1
∀
N
�

�= 1
d!

- (��)
ij h�l�

( 25)

可得到平均应力增量和平均应变增量的关系式.

采用前向差分法进行界面分离 GMC 模型的

计算.首先将等式( 4)和式( 24)线性化, 即将等式

中的无穷小增量 d 近似为增量 ∃. 假设第 n个载

荷步为已知状态, 采用 n !- (�, �)
ij ,

n 
- (�, �)

ij ,
n 
-

ij ,
n!- ij ,

n
u

I
i ,

n!Ii , n
R i分别表示第n 个载荷步的子胞平均应

力、子胞平均应变、平均应变、平均应力、界面位

移、界面应力和界面分离系数.然后以宏观应变增

量 ∃n - ij为输入量, 由线性化后的方程( 4)和方程

(24)计算出子胞的平均应力增量 ∃n!- (��)
ij .将子胞

平均应力增量与第 n步的平均子胞应力叠加得到

第n+ 1步的子胞平均应力, 即
n+ 1
!
- (�, �)

ij =
n
!
- (�, �)

ij + ∃
n
!
- (�, �)

ij (26)

由此可计算出第 n+ 1步所有的变量.重复上

述步骤可确定每一载荷步的子胞平均应力 !- (�, �)
ij

和宏观应力 !- ij . 由此可确定材料的应力应变

曲线.

4 � 算例分析

本文采用渐进适应界面模型( ECI)模拟长纤

维复合材料的横向拉伸响应过程. 其界面分离函

数为等式( 20) .计算采用 14 � 14个子胞的通用单

胞模型,如图 6所示.

图 6 � 14 � 14 子胞代表性体元

F ig. 6� RVE w ith 14 � 14 subcells

4� 1 � 基体为弹性时的复合材料性能

假设在拉伸过程中纤维和基体材料均处于弹
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性状态, 纤维弹性模量 E f 为 380GPa, 泊松比 %f
为 0� 15;基体弹性模量 Em 为 70GPa, ,泊松比 %m

为 0� 31,纤维体积含量 V f 为 50%. 应用本文模型

分析界面分离参数对横向拉伸应力�应变响应的
影响,如图 7和图 8所示.

从图 7可以看出,横向拉伸响应中突起部分

的峰值随着界面最大应力的增大而增大.这表明

界面的承载能力随着界面最大应力的增大而增

强.对于相同的界面特征长度,不同的界面最大应

力下的宏观响应在曲线后段趋于一致, 表明在界

面完全失效之后, 复合材料的响应主要由基体的

力学性质决定.

图 8表示不同界面特征长度下复合材料的响

应.计算结果表明,小的界面特征长度会引起复合

材料很急剧的卸载, 而大的界面特征长度则没有

这种现象发生. 在响应曲线后段,各个特征长度的

曲线趋于一致, 此时的横向拉伸响应主要由基体

的力学性质决定.

4� 2 � 考虑基体塑性时复合材料性能

将图 7、图 8和图 3中的曲线进行对比,发现

实验曲线的后段趋于平缓,而模拟曲线的斜率接

近 Em � V f , 这是由于模拟曲线没有考虑基体塑性

变形对宏观响应的影响.本节分析基体塑性对弱

界面黏结复合材料横向拉伸响应的影响.采用上

一节中的材料,基体材料符合双线性本构关系,其

切线弹性模量 E∀ 为 3MPa.图 9为采用本文方法

模拟的不同基体屈服应力下的横向拉伸应力应变

曲线.从图中可以看出, 考虑基体塑性后, 材料横

向拉伸应力应变曲线的后段趋于平缓,与图 7和

图 8的曲线形状差异较大,这说明基体塑性对材

料横向宏观响应存在显著的影响. 对比图 9和图

3可以看出, 考虑基体塑性后, 模拟曲线的形状与

实验曲线的形状比较接近.

图 9 � 基体屈服应力对横向拉伸响应的影响

F ig . 9 � Effect o f !s on stress/ str ain cur ve at

t ransverse lo ading

5 � 结 � 论

本文将通用单胞模型与描述界面脱黏的界面

分离模型结合,提出了可模拟弱界面脱黏的通用

单胞模型.采用界面位移公式对平均位移连续条

件进行改造,建立子胞平均应变增量和子胞宏观

应变增量的函数关系. 应用子胞增量本构方程得

到子胞平均应力增量表达式. 最后采用渐进适应

界面模型模拟了长纤维复合材料的横向拉伸响应

过程.讨论了面分离参数和基体塑性对材料横向

拉伸应力应变曲线的影响.分析结果表明: ( 界面

承载能力随界面最大应力增大; ) 小的界面特征

长度会引起复合材料很急剧的卸载, 而大的界面

特征长度将导致较为平缓的卸载过程; ∗基体塑
性对横向拉伸应力应变曲线的形状影响较大, 考
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虑基体塑性后的模拟应力应变曲线其后段较为

平缓.
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